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Utilisation de substituts en optimisation de bôıtes noires

Vrai problème :

min
x∈Rn

f (x)

s.c . cj(x) ≤ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}
(P)

Problème substitut :

min
x∈Rn

f̃ (x)

s.c . c̃j(x) ≤ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}
(P̃)

4 / 45



Utilisation de substituts en optimisation de bôıtes noires
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Utilisation de substituts en optimisation de bôıtes noires

Algorithme
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Utilisation de substituts en optimisation de bôıtes noires

Article fondateur : Booker et al. (1999) [1]

Types de modèles :

• Fonctions à base radiale [2, 3]
• Modèles quadratiques [4, 5]
• Lissage par noyau [6, 7]
• Processus gaussiens [8, 9, 10]
• . . .
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Résultats

7 / 45



Ensemble de modèles

Il n’y a pas un modèle meilleur que les autres dans toutes les
situations.

Modèle aggrégé :

f̂ (x) =
s∑

k=1

wk f̃ k(x)

I {f̃ 1, f̃ 2, . . . , f̃ s} est un ensemble de modèles de l’objectif f

I {w1,w2, . . . ,w s} est une collection de poids non négatifs
dont la somme vaut 1

Idem pour cj , j ∈ {1, 2, . . . ,m} :

ĉj(x) =
s∑

k=1

w k
j σ̃

k
j (x)
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ĉj(x) =
s∑

k=1

w k
j σ̃

k
j (x)

8 / 45



Ensemble de modèles

Calcul des poids wk :

wk = g(Ek)

I Ek est une mesure d’erreur du modèle f̃ k calculée grâce à
l’ensemble d’échantillonnage

I g est une fonction qui respecte wk ≥ 0, ∀k ∈ {1, . . . , s} et
s∑

k=1

wk = 1, par exemple :

wk ∝ Etot − Ek

wk ∝ 1Ek=Emin

wk ∝ (Ek + αEmoy)β
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Modèles stochastiques

x ∈ Rn −→ f̃ (x)

, σ̃(x) ; c̃j(x), σ̃j(x)

Figure: Processus gaussien sur la fonction f : x 7→ x sin x
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Modèles stochastiques

Fonction d’acquisition : EI (x) = E[max{f min − f (x), 0}]

Figure: Processus gaussien et EI sur la fonction f : x 7→ x sin x
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Modèles stochastiques

Fonction d’acquisition : EI (x) = E[max{f min − f (x), 0}]

Figure: Processus gaussien et EI sur la fonction f : x 7→ x sin x

12 / 45



Modèles stochastiques

min
x∈Rn

f̃ (x)

s.c. c̃j(x) ≤ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}
(P̃)

��
��

��
��

��
��

��
��

��PPPPPPPPPPPPPPPPPP

min
x∈Rn

f̃ (x)− λσ̃(x)

s.c . c̃j(x)− λσ̃j(x) ≤ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}
(P̃)

avec λ ∈ [0, 1]

Voir [11] pour des exemples de telles formulations.
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

Ensemble de modèles :

f̂ (x) =
s∑

k=1

wk f̃ k(x)

ĉj(x) =
s∑

k=1

wk
j c̃

k
j (x), j ∈ {1, 2, . . . ,m}

σ̃(x) ? σ̃j(x) ?

Comment imiter un modèle stochastique avec plusieurs modèles
déterministes ?
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f̂ (x) =
s∑

k=1

wk f̃ k(x)
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Comment imiter un modèle stochastique avec plusieurs modèles
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

?

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x

f̂ (x)± σ̂1,2(x)
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x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

1) Quelle expression pour σ̂1,2(x) ?

2) Comment généraliser à s ≥ 2 modèles ?
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

1) Quelle expression pour σ̂1,2(x) ?

I Version lisse :

σ̂1,2(x) =
1

2

(
1− cos

〈
∇S f̃

1(x), ∇S f̃
2(x)

〉)
où ∇S f̃ désigne le gradient simplexe de f̃

I Version non-lisse :

σ̂1,2(x) =
1

|D|
∑
d∈D

xor
(
f̃ 1(x+td) < f̃ 1(x) , f̃ 2(x+td) < f̃ 2(x)

)
où D est un ensemble générateur positif et t est un paramètre
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

2) Comment généraliser à s ≥ 2 modèles ?

σ̂(x) = α

s−1∑
k=1

s∑
`=k+1

wkw ` × σ̂k,`(x)

s−1∑
k=1

s∑
`=k+1

wkw `

= α
w>Σ(x)w

w>Tw

• Σ(x) ∈ Rs×s est la matrice telle que [Σ(x)]k,` = σ̂k,`(x) si k < `
et 0 sinon
• T ∈ Rs×s est la matrice telle que [T ]k` = 1 si k < ` et 0 sinon
• w = [w1, . . . ,w s ]>

• α := Var(f (X)) où X est la cache
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x

+

−
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

x
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles

Pour la contrainte cj , j ∈ {1, 2, . . . ,m} :

I Version lisse :

σ̂k,`(x) = sigm
(
−c̃kj (x)× c̃`j (x)

)
où sigm(·) est la fonction sigmöıde

I Version non lisse :

σ̂k,`(x) = xor
(
c̃kj (x) ≤ 0 , c̃`j (x) ≤ 0

)

−→ σ̂(x) = α
w>Σ(x)w

w>Tw
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles
Prédiction et incertitude (objectif) - modèle Kriging

σ̂

f̂

x1

x2
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles
Prédiction et incertitude lisse (objectif) - modèle Ensemble

σ̂

f̂

x1

x2
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles
Prédiction et incertitude non lisse (objectif) - modèle Ensemble

σ̂

f̂

x1

x2
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles
Prédiction et incertitude lisse (contrainte) - modèle Ensemble

σ̂

f̂

ĉ = 0

x1

x2
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Interprétation statistique d’un ensemble de modèles
Prédiction et incertitude non lisse (contrainte) - modèle Ensemble

σ̂

f̂

ĉ = 0

x1

x2
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Résultats

37 / 45



Résultats

I Problèmes analytiques

I Incertitude lisse vs. non lisse
(
σ̂(x) = αw>Σ(x)w

w>Tw

)
vs. basée sur la distance aux point d’échantillonnage :

σ̂(x) ∝ min
y∈X
||x − y ||1

I Formulation du sous-problème (P̃) de la search :

min
x∈X

f̂ (x)− 0.1σ̂(x)

s.c . c̃j(x)− 0.1σ̃j(x) ≤ 0, ∀j ∈ {1, 2, . . . ,m}
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Résultats
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Résultats
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Résultats

Travail à venir :

I Tester plusieurs formulations de P̃

I Comparer à d’autres solveurs
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